MODELO DE REGRESION CON DOS VARIABLES:
PROBLEMA DE ESTIMACION

El objeto de la econometria es:

1. Especificar un modelo de relacion entre variables econémicas (TEORIA ECONOMICA)

2. Utilizar informacién muestral acerca de los valores tomados por dichas variables, con el objeto de cuantificar la
magnitud de la dependencia entre ellas (ESTIMACION)

3. Evaluar criticamente la validez de las hipdtesis propuestas por la teoria econdOmica acerca de las relaciones
estimadas (INFERENCIA ESTADISTICA)

4. Efectuar un ejercicio de seguimiento coyuntural de prevision de las variables analizadas (POLITICA
ECONOMICA)

La tarea fundamental durante el curso consiste en estimar la FRP con base en la FRM, en definitiva se estimara la

FRM para aproximarse a la FRP. Se traduce ésto en estimar los [8’s|con los datos a disposicion para llegar a los 8's
poblacionales utilizando la inferencia estadistica.

La condicion basica de los métodos de estimacion de los B's es que garanticen que éstos sean lo mas parecido
posible a los pardmetros poblacionales.
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METODOS DE ESTIMACION MAS COMUNES:

e Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)
e Maxima Verosimilitud (MV)

1) METODO DE MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS (MCO):

Atribuido a Carl F. Gauss, bajo ciertos supuestos cumple con propiedades estadisticas atractivas que lo han
convertido en uno de los mas eficientes y populares.

FRP Yi=ﬁ1+ﬁ2X‘|‘€i

FRM Y; = B + B.X; + &

¢ QUE ES LO QUE SE BUSCA?
R: HACER LOS RESIDUOS O PERTURBACIONES TAN PEQUENOS COMO SEA POSIBLE
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En realidad lo que se busca es seleccionar la FRM de tal manera que Z(Yi —?i) sea la menor posible. Sin

embargo, el criterio anterior aungue es muy atractivo no es bueno porque la suma de los residuos podria llegar a ser
cero porgue todos reciben el mismo peso.

¢QUE HACER ENTONCES?
R: MINIMIZAR LA SUMA DE LOS RESIDUOS AL CUADRADO

Este método da mayor importancia a los residuos mas grandes y menos a los mas pequefios garantizando que
A 2 s .
Y. & # 0 (minima).

LOS ESTIMADORES OBTENIDOS CON ESTE METODO TIENEN
PROPIEDADES ESTADISTICAS MUY DESEABLES

De la Gltima ecuacion se deriva Y éiz = f(B1,B2)
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MCO escoge 3, v 8, de tal manera que para una muestra dada o un conjunto de datos ) &;” sea la méas pequefia
posible. Proporciona valores estimados Unicos de los 8's de tal forma que la sumatoria de los residuos al cuadrado sea
minima.

Procedimiento:

Y& =%(Y, - )2 =%(Y,— B - B,X)>? ——— Funcién objetivo

Aplicando la metodologia tradicional de optimizacion para minimizar la funcion objetivo, se toma la primera
derivada parcial respecto a 8, v 3, y se igualan a cero.

0 Aiz 5 5 A
Q5 — 25— B — PaX) = —23 6, =0 (1)

94

—  Ecuaciones
normales

(2)

(X &> A A ~
QQ5) - 2V — i — BoX)(X) = —2X 8 X; = 0

52

Resolviendo el sistema de ecuaciones:
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s nYXY =YX, %Y, YX-X)¥,-Y) Yxy
2 nZXiZ—(ZXi)Z B Z(Xl_)?)z B inZ

Demostracion de la simplificacion de B,:

s 2xy; XX =X -Y) YXY,-3XY-YYVX+nXY
2T Y XX —-X)? Y(XF—2XX +X?)

Se multiplica y se divide por n:

) oo o __ LXiLY; XX NY;
5 YXY;i-nXVPin¥X4nXV Y x;v;-nXv  EXYi-nT—t RXY-m——
2 — 2_o% a2 2 _onw24nw2 2 N
X -2XY Xi+nX Y X7 —2nX%2+nX ZXiz—n(ZX‘) y X{Xiz_n(ZXl)
n n

nyXiYi-XXiXY;
nyX2-(X X;)°
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2) METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD (MV):

Partiendo del modelo inicial;
Yi= B+ B X+ &

Asumiendo Y, ~ N(B; + B.X; 02)
La funcion de densidad de probabilidad conjuntade Y;,Y,, ..., Y,, puede escribirse como:
f, Yo, o, YalBy + B2X; 0%) (1)
Por la independencia de las Y, la funcion (1) puede escribirse como:
fB1 + BX; 02)f(V2|By + BoX; 02) . f(YylBy + B2X; 02)

Recuerde que la funcion de densidad de una variable que se distribuye normal viene dada por:

1

F) = e (-39 @

o o2

Sustituyendo (2) por cada Y; en (1):
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fV, Yy, o VB + B2X; 0%) =

1 _ v 1= Ba— BaXi)?
on(yzm) P { Ly

La funcion (3) se llama funcion de verosimilitud denotada por:

El método de MV consiste en estimar los pardmetros desconocidos de tal forma que la probabilidad de observar las Y

dadas sea lo maés alta posible, por ende se busca maximizar la FV. Para ello se expresa FV en logaritmo:

PV = —3ing® ~3in(zm) - R HELERIE

Diferenciando (5) parcialmente respecto a 51, 8, ¥ 62 se obtiene:

olnFv
0B
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= —S X — B — BX)(-1) (6)

Econometria |

G

Capitulo 3. Tema Il
7




dlnFV _ _iz(y f1 — ,BZXi)(_Xi) (7)

632 o2
dInFVv
302 =—ﬁ+2742(y pr— BX)?  (8)

Igualando a cero por CPO de optimizacion:

1 —_— —_—

gZ(Yi — B1— BX;)) =0 9)
1 — —

gZ(Yi — P11 — B2Xi) (Xi) =0 (10)

— =Y~ B BaX)?=0  (11)

252 204

Simplificando 9 y 10, se obtienen las mismas ecuaciones normales que se obtuvieron mediante los estimadores MCO:

LY, —np — B XX =0 (12)
SYX — B XX~ B EX7 =0 (13)
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BAJO EL SUPUESTO DE NORMALIDAD LOS

ESTIMADORES
MCO Y MV SON IGUALES.
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ESTIMADORES MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS DE UN MODELO DE REGRESION SIMPLE
MEDIANTE EL ENFOQUE MATRICIAL

Y = B1 + BoXiz + &

Y 1 Xi2][b1 €1

Y, — 1 Xy [|B2 + 8.2

Y 1 X2l Bkl L
n*1 n*k k*1  n*1

y= XB + ¢
Recuerde:

€1 E(El) 0
€2 _ [E(e)|_ |0

E
En E(En) 0
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3
E(ee") =E ;2 (€1 & En]
_gn
- 2
E1°  &1& .. &1&,
E(ee’) = E| €281 €% E2En
£, E,&5 .. enZJ
_E(512) E(e16) ... E(&18,)]
E(ggl) — E(Szgl) E(EZZ) E(Szgn)
E(ene;) E(gney) ... E(e,5)
g2 0 0
2
E(ee)=|0 @ 0
0 O o?
1 0 0
E(eg') = o* 0 1 0
0 0 1
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E(gg") = ¢?1. Varianza homoscedastica

Para el modelo a estimar:

Lo que se busca es minimizar:

Prof. Laura Castillo

Y= P11+ B2Xiz + &

1 Xi2 _BAl- @1
1 X22 BZ 22
an Bl Len
n*1 n*1

z 8" = Z(Yi —B1- BZXZi)Z =¢'E
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y—XB

o
Il

ge=(y—Xp) (y-xp)
=y'y —2B'X'y + B'X'Xp

a(j[if) = 2X'y+2(X'X) =0 = (X'X)f =X'y

X' X)X X = XXXy

Buco = X'X)"1X'y

k*1 k*k (k*n)(n*1)
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PROPIEDADES NUMERICAS DE LOS ESTIMADORES MCO:

“Son aquellas que se mantienen como consecuencia del uso de minimos cuadrados ordinarios sin considerar la forma
como se generaron los datos” Davison y MacKinnon (1993).

1) Los estimadores MCO estan expresados Unicamente en términos de cantidades observables. Son féaciles de
calcular.

2) Son estimadores puntuales. Proporciona un valor tnico del parametro poblacional relevante.
3) Una vez obtenidos de la informacion muestral, la recta de regresion muestral puede ser obtenida facilmente y

tiene las siguientes propiedades:

e Pasa a través de las medias muestrales de Y y de X.

j— A A

Pr=Y—p,X =7 =B, +5,X
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e El valor promedio de Y estimado es igual al valor promedio de Y observado:

Y, = By + B2 X
= (Y _,BZX) + B2 X;
=Y+ L(X —X)
v, =Y

e El valor medio de los residuos estimados es cero. ), & = 0
e Los ii; no estan correlacionados con los valores predichosde Y;. ), ¥, =0

e Los ii; no estan correlacionados con los valores fijos de X;. Y X;§; =0
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SUPUESTOS BASICOS DEL MODELO CLASICO DE REGRESION LINEAL (MCRL)"

1) El modelo de regresion es lineal en parametros®.

600 -
Yi= B+ B X +¢g 500 -
400 -
300 -
200 -
100 -

10 20 30 40 50 60 70 80

2) Los valores de las X son fijos en repetidas muestras. Técnicamente X se supone no estocastica’. Por tal razon el
analisis de regresion es un analisis de regresion condicional. CONDICIONADO A LOS VALORES DEL
(LOS) REGRESOR(ES).

! Raiz de la mayor parte de la teoria econométrica, es un modelo clasico formulado por Gauss en 1821. Sin embargo existen otros modelos de regresién que no cumplen los supuestos

gaussianos.

? Existen otros modelos gue son intrinsecamente lineales los cuales se verdan mas adelante en el capitulo 6y 7.

*En algunos casos X puede ser aleatoria, sin embargo el proceso mediante el cual se generan los datos de X no guarda relacion alguna con u.
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3) Elvalor medio de las perturbaciones u; es cero.

E(glX;) =0
U
EY;|X;) = B1 + BX;

4) Homoscedasticidad o igual varianza de u;. Dado un valor de X, la varianza de u; es la misma para todas las
observaciones. Lo que significa que las varianza condicionales de u; son idénticas:

Var(g|X;) = Elg; — E(&)|X;]?

= E[(&:*)1X;]
Implica esto también que las varianzas condicionales de Y; también son
homoscedasticas™:

Var(Y;|X;) = o*

* La varianza incondicional de Y es ayz. Ver Apéndice A de D. Gujarati 4ta edicion.
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5) No existe autocorrelacion entre las perturbaciones (INDEPENDENCIA). No hay correlacion serial entre
residuos. Si las perturbaciones siguen patrones sistematicos, hay = CORRELACION SERIAL O
AUTOCORRELACION NO SE QUIERE.

Cov(e;, &1X;, X;) = Efle; — E(e)]IXiH[g — E(g)]]%;}

= E(&:1X) (5]%;) g(@ s
I
AR

AN

=0
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6) Lacovarianza entre u; y X; es cero. Tanto X como todos los factores no incluidos en el modelo representado
por los residuos tienen efectos separados sobre Y.
Cov(e;, X;) = Ele; — E(e)][X; — E(X,)]
= Elg;(X; — E(X;)]

— Error

= E(EiXi) - E(XL)E(‘SL)

\ Funuou de _ o
Lngrcszon —_ — Y

=E(Ein') =0

7) El nimero de observaciones n debe ser mayor que el nUmero de parametros a estimar k. Conocido también
como el supuesto de identificabilidad

n>k

8) Variabilidad en los valores de X. Los valores que tome la variable X no deben ser iguales en una muestra dada.

Var(X) # 0
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9) El modelo de regresion esta correctamente especificado. No debe existir sesgo de especificacion o error de

especificacion.
earlagles + Iorma IHDCIOHaI + Batos xaecuaaos

10)  No hay multicolinealidad perfecta entre variables explicativas.

LOS SUPUESTOS SE RELACIONAN CON LA FRP Y NO CON LA FRM
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PRECISION DE LOS ESTIMADORES MCO

No se olvide que los MCO son funcion de datos muestrales. Sin embargo, es posible que los datos cambien entre
distintas muestras por ello se requiere de una medida de precision o de confiabilidad. En estadistica la precision de un
valor estimado se mide a traves de su error estandar (desviacion estandar)

R 2 R
Var(B;) = Ziciz ee(B,) = \/;le
A~ .2 ~ 2
Var(p,) = nZZX;iZ a? ee(py) = %};20
A2 _ 2E° ~_ |Z&
i 5= nr

Dado que 3; y B, son ESTIMADORES, éstos no s6lo varian de una muestra a otra, sino que también en una muestra
dada es probable que dependan entre si, por tanto:

COU(BLBZ) = —XVar(B,)

POR LO ANTERIOR S| EL COEFICIENTE g, ESTA SOBREESTIMADO EL COEFICIENTE 8, ESTARA SUBESTIMADO
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PROPIEDADES ESTADISTICAS’ DE LOS ESTIMADORES MCO

1) Linealidad: el estimador es funcion lineal de la variable aleatoria Y.

N S AT 5 X XiYi
p1= Y —pBX ﬁzzﬂ

X xi?

Demostracion 1: Se dice que un estimador 8 se define como un estimador lineal de 8, si puede definirse como
una funcion lineal de las observaciones muestrales. Ejemplo:

La media muestral X, es un estimador lineal porque es una funcion lineal de los valores muestrales de X.

_ 1 1
XZE Xlza(X1+X2+X3+”.+XTL)

n
i=1

XX
Y xi?

L XiYi
o2 = Lwiy; donde X w; =

Asumiendo que y; = B,x; + ;6. Recuerde que 3, =

Observe que B, = Y w;y;, que es lineal respecto a y;

> Son aquellas que se mantienen sélo bajo ciertos supuestos segtin la forma como se generen los datos. Son propiedades de muestras finitas. VER APENDICE A, D. GUJARATI 4ta EDICION

® Se elimina B, por simplicidad; las VA estan expresadas en desviaciones medias.
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2) Insesgadez’: Si un estimador es insesgado, entonces su distribucion de probabilidad tiene un valor esperado
igual al parametro que se supone estimara. En este caso, E (,81) = f3;.

Demostracion 2°: Un estimador, § de 6, es un estimador insesgado si E(8) = @, para todos los valores

posibles de 6.

E(Bz) = p,

E(B;) = EQGwy) = IwE®W) = SwE(Bx; + &)
= By X wix; + X wiE (g;)

= 2&%%‘=32

Usando algebra lineal:

E(B)=E[f+X'X) ' X'e] =B+ X'X)X'E(e)
=P

Fuente: Gujarati, D. (2003). Pp. 871

7 . o e o . . . . . ,
La insesgadez no significa que la estimacidn que se obtuvo de una muestra particular sea igual al parametro, o incluso muy cercana a éste.
8 . . —
Si W es un estimador sesgado de 8, su sesgo se define como: E(8) — 8
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3) Eficiencia: el estimador tiene varianza minima en la clase de todos los estimadores lineales e insesgados.

Demostracion 3: Si 8, y 8, son dos estimadores insesgados de 6, 8, es eficiente en relacién a 8, cuando
Var(6,) < Var(8,) paratodo 6.

Sea otro estimador 8, = ¥ d,;, el cual también es lineal e insesgado si: Y. d;x; = 1

Var(B,) = Var(Zdiy) = L d;*Var(y;) = Ld;*o?
Se busca encontrar un d; , que minimice Var(f;), sujetoa Y, d;x; = 1

Min z di? -2 (Z dix; — 1) T

a) Distribucion muestral de 8,

c

o s o —

a§2i2=22di—12xl~=0 D
Yd; = %Z x; (1)  Multiplicando a ambos lados por x;, tenemos:
Ydix; = %Z x;2 - 1= %Z x;2 st i ”
A= Ziiz (2) Sustituyendo (2) en (1)

~
d Z xl i = Z Xl N w ¢) Distribucion n{uc,\trul de v By
z i~ Y.2 E i
2 X
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Teorema de Gauss-Markov: Dados los
supuestos basicos del modelo clasico de
regresion lin ores minimos
cuadrados or e la clase de
estimadores lineales Insesgados, tienen
varianza minima, es decir, son MELI.
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COEFICIENTE DE DETERMINACION: BONDAD DE AJUSTE

El coeficiente de determinacion R? dice que tan bien se ajusta la recta de regresion muestral a los datos.

Propiedades:

e Esuna cantidad no negativa.
e Seencuentraentre 0 < R2< 1

I
o

R%2 =0 RZ

0< R?’<1
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Descomposicion de varianza:

1) Suma de cuadrados totales (SCT): variacion total de los valores reales de Y con respecto a su media muestral.

ZYiZ = Z(Yi -Y)?

2) Suma de cuadrados de la regresion (SCR): variacion de los valores Y estimados alrededor de su media (17 = 17).
Es la variacion de Y explicada por el modelo:

5= ) (G-

3) Suma de cuadrados de los residuos (SCE): variacion no explicada por el modelo:

SCT = SCR + SCE
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Dividiendo entre SCT
SCT SCR SCE

SCT ~ SCT SCT

__SCR SCE

SCT SCT
RZ2=1_ 3£ s 2 _ SCR
SCT SCT

EL R?2 MIDE LA PROPORCION O EL PORCENTAJE DE LA

VARIACION TOTAL EN Y EXPLICADA POR EL MODELO DE
REGRESION

El R? esta altamente relacionado con el coeficiente de correlacion (p).
Recuerde que el coeficiente de correlacion:

e Puede tener signo positivo o negativo.

e Seencuentraen el intervalo [—1; 1]

e Essimétrico.

e Es independiente del origen y de la escala.
e No implica relacion causa-efecto

p= +JR?
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Ejemplo 1: Impacto de los gastos en publicidad. Wall Street Journal 1984.

Dependent Variable: IMPRESIONES

Method: Least Squares

Sample: 121

Included observations: 21

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 22.16269  7.089479 3.126139 0.0056
GASTO 0.097120 3.739425 0.0014
R-squared 0.423951 Mean dependent var 40.46667
Adjusted R-squared 0.393633  S.D. dependent var 30.18061
S.E. of regression 23.50152  Akaike info criterion 9.242400
Sum squared resid 10494.11  Schwarz criterion 9.341878
Log likelihood -95.04520  Hannan-Quinn criter. 9.263989
F-statistic 13.98330  Durbin-Watson stat 2.371839
Prob(F-statistic) 0.001389

Prof. Laura Castillo

Impresiones = B + B,Gasto + &;
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| 80
L 60
L 40
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Ejemplo 2: Relacion tasa de interés e inflacion en Venezuela 1982-2005

Dependent Variable: TI
Method: Least Squares
Sample: 1982 2005
Included observations: 24

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 13.93345 3.566080 3.907217 0.0008

INF 0.219672 0.089295 2.460058 0.0222

R-squared 0.215739 Mean dependent var 21.03333

Adjusted R-squared 0.180091 S.D. dependent var 11.33273

S.E. of regression 10.26165 Akaike info criterion 7.574361

Sum squared resid 2316.634 Schwarz criterion 7.672532

Log likelihood -88.89233 Hannan-Quinn criter. 7.600405

F-statistic 6.051885 Durbin-Watson stat 0.970288
Prob(F-statistic) 0.022218

—

TI =13.93345+ 0.219672INF
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Ejemplo 3: Nivel de plasma fibrin6geno (gm/It) en funcién de la gammaglobilina (gm/It).

48
44 ¥ Dependent Variable: GLOB
Method: Least Squares
a0 " Sample: 132
. g Included observations: 32
8 36_ ¥ * *
5] o . e Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
32 - C 36.80305 2.605308 14.12618 0.0000
08 . " PLAS -0.004340 0.009357 -0.463790 0.6461
R-squared 0.007119 Mean dependent var 35.65625
24 - - - - - Adjusted R-squared -0.025977 S.D. dependent var 4.583346
0 100 200 300 400 500 600 S.E. of regression 4.642495 Akaike info criterion 5.968842
PLAS Sum squared resid 646.5827 Schwarz criterion 6.060451
Log likelihood -93.50148 Hannan-Quinn criter. 5.999208
F-statistic 0.215101 Durbin-Watson stat 1.694466
Prob(F-statistic) 0.646146
Glob = 322.7400 — 1.640386Plas
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