MODELO DE REGRESION CON DOS VARIABLES:
PROBLEMA DE ESTIMACION

El objeto de la econometria es:

1. Especificar un modelo de relacion entre variables econdmicas (TEORIA ECONOMICA)

2. Utilizar informacion muestral acerca de los valores tomados por dichas variables, con el objeto de cuantificar la
magnitud de la dependencia entre ellas (ESTIMACION)

3. Evaluar criticamente la validez de las hipdtesis propuestas por la teoria econdmica acerca de las relaciones
estimadas (INFERENCIA ESTADISTICA)

4. Efectuar un ejercicio de seguimiento coyuntural de prevision de las variables analizadas (POLITICA
ECONOMICA)

La tarea fundamental durante el curso consiste en estimar la FRP con base en la FRM, en definitiva se estimara la

FRM para aproximarse a la FRP. Se traduce ésto en estimar los B’s con los datos a disposicion para llegar a los B's
poblacionales utilizando la inferencia estadistica.

La condicion bésica de los métodos de estimacion de los f’s es que garanticen que éstos sean lo mas parecido
posible a los pardmetros poblacionales.
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METODOS DE ESTIMACION MAS COMUNES:
e Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

e Maxima Verosimilitud (MV)

1) METODO DE MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS (MCO):

Atribuido a Carl F. Gauss, bajo ciertos supuestos cumple con propiedades estadisticas atractivas que lo han convertido
en uno de los més eficientes y populares.

FRP Yl=ﬁ1+ ﬁzX‘I‘gl

FRM Y, = By + ByX; + &
V=Y +6= §=Y -1
éi: Yi_.[))1_ ﬂin

¢ QUE ES LO QUE SE BUSCA?
R: HACER LOS RESIDUOS O PERTURBACIONES TAN PEQUENOS COMO SEA POSIBLE
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En realidad lo que se busca es seleccionar la FRM de tal manera que Z(Yi — ?i) sea la menor posible. Sin embargo,

el criterio anterior aungue es muy atractivo no es bueno porque la suma de los residuos podria llegar a ser cero porque
todos reciben el mismo peso.

¢.QUE HACER ENTONCES?
R: MINIMIZAR LA SUMA DE LOS RESIDUOS AL CUADRADO

Este método da mayor importancia a los residuos méas grandes y menos a los méas pequefios garantizando que
A 2 ;-
Y. & # 0 (minima).

LOS ESTIMADORES OBTENIDOS CON ESTE METODO TIENEN
PROPIEDADES ESTADISTICAS MUY DESEABLES

De la Gltima ecuacion se deriva Y éiz = f(B1,B2)
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MCO escoge $; y 8, de tal manera que para una muestra dada o un conjunto de datos Y. éiz sea la mas pequena

posible. Proporciona valores estimados tnicos de los 8's de tal forma que la sumatoria de los residuos al cuadrado sea
minima.

Procedimiento:

Y&l =2(Y, -0 =%(Y, - B — B.X)? ——— Funcion objetivo

Aplicando la metodologia tradicional de optimizacién para minimizar la funcion objetivo, se toma la primera
derivada parcial respecto a B, y 8, y se igualan a cero.

aZAiz A A A
o) o 23— B —BoX) = =236, =0 (1)

9,

—>  Ecuaciones
normales

2)

d(T3°) 5 A A
=—= —20(Yi = f1 — B X)) (X)) = 225X, =0

a5,

Prof. Laura Castillo Econometria | Capitulo 3. Tema




Resolviendo el sistema de ecuaciones:

XXX - Y X T XY,

! nY X2 — (3 X;)?

_nYXY,-YX2Y; YX;i—-X)¥;-Y) Yxy
2T nYX2—(YX)? YXi—-X)?  Xx?

Demostracion de la simplificacion de S,:

s Xxy XX =X -Y) IXY-XXY-XVX+nXY
2T Yt XX —-X)? (X7 —-2XX +X?)

Se multiplica y se divide por n:

T AT F A RT L Y XY= XXiXY; ZX-Y-—ZXiZYi
ﬁ" _ Y XiYi—nXY—-nYX+nXyY _ Y XiYi—nXY _ ri=an—7 _ iti n _ nYyXiYi-2Xi2Y;
2 Y X?-2X Y X;+nX2 Y X?-2nX2+nX2 2 (TXp\? 2 (TXp\? nY X;2— (¥ X;)*
px-n(5) Ext-e(5)
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2) METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD (MV):

Partiendo del modelo inicial:
Yi = B+ B X+ &

Asumiendo Y, ~N(By + BoX; d?)
La funcion de densidad de probabilidad conjunta de Y;,Y5, ..., Y, puede escribirse como:
f(YL Y, Yol By + B2X; 0%) (1)
Por la independencia de las Y, la funcion (1) puede escribirse como:
f1By + BoX; a2 )f(ValBy + BoX; 02) . f(VylBy + B2X; 02)

Recuerde que la funcidn de densidad de una variable que se distribuye normal viene dada por:

F0) = —=exp{-214C20 ()

o 2 o2
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Sustituyendo (2) por cada Y; en (1):

S, N S v 1= B1= BaXi)?
f(YliYZJ ""Ynlﬁl + ,BZX' o ) — O'n(\/ﬁ)n exp{ 22 o2 } (3)

La funcién (3) se llama funcién de verosimilitud denotada por:

{_ Ly (i fi ﬁin)z} "

2 o2

FV(B1, B3, 0%) = ———=

El método de MV consiste en estimar los pardmetros desconocidos de tal forma que la probabilidad de observar las Y
dadas sea lo mas alta posible, por ende se busca maximizar la FV. Para ello se expresa FV en logaritmo:

PV = ~%ino® ~fin(om) —{ECLEEE

Diferenciando (5) parcialmente respecto a 1, 8, y o se obtiene:
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aénﬁiv = — 30— B = BXI(-1) (6)

T = =52 = B = BXD(-X) (D)

OInFV _ ——+—Z(Y B1— B.X)? (8)

da? 202 204

Igualando a cero por CPO de optimizacion:

1 —_—~ —_—

gZ(Yi — B1— BX) =0 (9)
1 —_—~ —_—

gZ(Yi — B1— B2X;) X)) =0 (10)

— (Y~ B — BX)?=0  (11)

Prof. Laura Castillo Econometria |

Capitulo 3. Tema



Simplificando 9 y 10, se obtienen las mismas ecuaciones normales que se obtuvieron mediante los estimadores MCO:

SY—npi~ B XX =0 (12)
SYXi—Bi X~ BLX =0 (13)

BAJO EL SUPUESTO DE NORMALIDAD,

LOS ESTIMADORES
MCO Y MV SON IGUALES.
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PROPIEDADES NUMERICAS DE LOS ESTIMADORES MCO:

“Son aquellas que se mantienen como consecuencia del uso de minimos cuadrados ordinarios sin considerar la forma
como se generaron los datos” Davison y MacKinnon (1993).

1) Los estimadores MCO estan expresados Unicamente en términos de cantidades observables. Son faciles de
calcular.

2) Son estimadores puntuales. Proporciona un valor Gnico del parametro poblacional relevante.
3) Una vez obtenidos de la informacion muestral, la recta de regresion muestral puede ser obtenida facilmente y

tiene las siguientes propiedades:

e Pasa através de las medias muestrales de Y y de X.

[— A ~

Pr=Y—-p.X =V = p+5.X

Prof. Laura Castillo Econometria | Capitulo 3. Tema 10

&0

4 s l.lla
% Economia




e Elvalor promedio de Y estimado es igual al valor promedio de Y observado:

Y, = By + B2 X;
= (Y — ,BZX) + B2 X;
=Y+ 6,X; —X)
o= v

e El valor medio de los residuos estimados es cero. ), &, = 0
e Los #i; no estan correlacionados con los valores predichosde Y;. ) ¥;&;, =0

e Los #i; no estan correlacionados con los valores fijosde X;. ). X;§;, =0
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SUPUESTOS BASICOS DEL MODELO CLASICO DE REGRESION LINEAL (MCRL)"

1) El modelo de regresion es lineal en parametros®.

600 -
Yi=B1+ B X+ ¢ 500 -
400 -
300 -
200 -
100 -

10 20 30 40 50 60 70 80

2) Los valores de las X son fijos en repetidas muestras. Técnicamente X se supone no estocastica’. Por tal razon el
analisis de regresion es un analisis de regresion condicional. CONDICIONADO A LOS VALORES DEL
(LOS) REGRESOR(EYS).

'Raiz de la mayor parte de la teoria econométrica, es un modelo clasico formulado por Gauss en 1821. Sin embargo existen otros modelos de regresion que no cumplen los supuestos
gaussianos.

? Existen otros modelos gue son intrinsecamente lineales los cuales se veran mas adelante en el capitulo6y 7.

*En algunos casos X puede ser aleatoria, sin embargo el proceso mediante el cual se generan los datos de X no guarda relacién alguna con u.
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3) El valor medio de las perturbaciones u; es cero.

E(glX;) =0
U
E(Y;|X) = B+ B2X;

4) Homoscedasticidad o igual varianza de u;. Dado un valor de X, la varianza de u; es la misma para todas las
observaciones. Lo que significa que las varianza condicionales de u; son idénticas:

Var(g|X;) = Ele; — E(&)1X;]?

= E[(&*)1X:]

= 0'2
Implica esto también que las varianzas condicionales de Y; también son
homoscedasticas”:

Var(Y1X;) = o?

* La varianza incondicional de Y es ayz. Ver Apéndice A de D. Gujarati 4ta edicidn.
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5) No existe autocorrelacion entre las perturbaciones (INDEPENDENCIA). No hay correlacion serial entre
residuos. Si las perturbaciones siguen patrones sistematicos, hay = CORRELACION SERIAL O
AUTOCORRELACION NO SE QUIERE.

Cov(ei,ej|Xi,Xj) = E{[&; — E(Si)“Xi}{[Ej ~ E(Sj)”XJ’}

= E(&lX) (g]%;) .E\E\S—\(%% v

=0
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6) La covarianza entre u; y X; es cero. Tanto X como todos los factores no incluidos en el modelo representado
por los residuos tienen efectos separados sobre Y.
Cov(e;, X;) = Ele; — E(e)][X; — E(Xy)]

= Elg;(X; — E(X))]

— Error

= E(gX;) —EX)E (&) /

—_——
\, Funcién de /"' SR i

=E(X;) =0

7) El niUmero de observaciones n debe ser mayor que el nimero de parametros a estimar k. Conocido también
como el supuesto de identificabilidad

n>k

8) Variabilidad en los valores de X. Los valores que tome la variable X no deben ser iguales en una muestra dada.

Var(X) #0
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9) El modelo de regresion esta correctamente especificado. No debe existir sesgo de especificacion o error de

especificacion.
Variables + Forma funcional + Datos Adecuados

10)  No hay multicolinealidad perfecta entre variables explicativas.

LOS SUPUESTOS SE RELACIONAN CON LA FRP Y NO CON LA FRM

Prof. Laura Castillo Econometria | Capitulo 3. Tema 16




PRECISION DE LOS ESTIMADORES MCO

No se olvide que los MCO son funcion de datos muestrales. Sin embargo, es posible que los datos cambien entre
distintas muestras por ello se requiere de una medida de precision o de confiabilidad. En estadistica la precision de un
valor estimado se mide a través de su error estandar (desviacion estandar)

o

ce(f) =

. 2
Var(ﬂz) == ZO.;C,:Z

LX 5 X
Var(B,) = e o2 ee(By) = 20
52 — L& 5= |ZE
n—-k n—k

Dado que 5, ¥ 3, son ESTIMADORES, éstos no sélo varian de una muestra a otra, sino que también en una muestra
dada es probable que dependan entre si, por tanto:

Cov(py, ;) = —XVar(B,)

POR LO ANTERIOR S| EL COEFICIENTE B, ESTA SOBREESTIMADO EL COEFICIENTE 8, ESTARA SUBESTIMADO
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PROPIEDADES ESTADISTICAS® DE LOS ESTIMADORES MCO

1) Linealidad: el estimador es funcion lineal de la variable aleatoria Y.

5 = AT 5 XXiYi
p1= Y —pX ﬁz_ﬂ

Y2

Demostracion 1: Se dice que un estimador 8 se define como un estimador lineal de 8, si puede definirse como
una funcion lineal de las observaciones muestrales. Ejemplo:

La media muestral X, es un estimador lineal porque es una funcion lineal de los valores muestrales de X.

n

_ 1 1

Xz%le =g(X1 +X2 +X3 +“‘+Xn)
i=1

XX
Y xi?

LXiYi Z W;y; donde 2 w; =

Asumiendo que y; = B,x; + €;5. Recuerde que 32 ~yxZ

Observe que £, = Y. w;y;, que es lineal respecto a y;

> Son aquellas que se mantienen sélo bajo ciertos supuestos segtin la forma como se generen los datos. Son propiedades de muestras finitas. VER APENDICE A, D. GUJARATI 4ta EDICION
® Se elimina B por simplicidad; las VA estan expresadas en desviaciones medias.
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2) Insesgadez’: Si un estimador es insesgado, entonces su distribucién de probabilidad tiene un valor esperado
igual al parametro que se supone estimara. En este caso, E(;) = f;.

Demostracion 2% Un estimador, 8 de 6, es un estimador insesgado si E(8) = @, para todos los valores
posibles de 6.

E(Bz) = P
E(B;) =EQwy) = IwiE®W) = ZwiE(Byx; + &)
= B X wix; + X wiE (e;)

= BT i = o

Usando algebra lineal:

E(B)=E[B+X'X)X'e] = B+ (X'X)"IX'E(¢e)
=p

Fuente: Gujarati, D. (2003). Pp. 871

7 . . of . .z . . p . ,

La insesgadez no significa que la estimacidn que se obtuvo de una muestra particular sea igual al pardmetro, o incluso muy cercana a éste.
8 . . —~

Si W es un estimador sesgado de 6, su sesgo se define como: E(8) — @
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3) Eficiencia: el estimador tiene varianza minima en la clase de todos los estimadores lineales e insesgados.

Demostracion 3: Si 8, y 6, son dos estimadores insesgados de 6, 8; es eficiente en relacion a 8, cuando
Var(8,) < Var(H,) paratodo 6.

Sea otro estimador 3, = Y. d;y;, el cual también es lineal e insesgado si: Y. d;x; = 1

Var(B,) = Var(X diy;) = X d;*Var(y;) = Y d;* o
Se busca encontrar un d; , que minimice Var(f;), sujeto a ¥, d;x; = 1

Min Y di* = 2() dpx = 1) — ;

a) Distribucion muestral de f3,

c

ey o —

a?;i2=22di—12xi=0 D
Yd; = %Z X; (1) Multiplicando a ambos lados por x;, tenemos: |
Y. dix; = %Z x;2 - 1= %Z x;2 | R s p : E
A= Ziiz (2) Sustituyendo (2) en (1)

_2Z
IERE WS 3
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Prof. Laura Castillo

Teorema de Gauss-Markov: Dados los
supuestos basicos del modelo clasico de
regresion line dores minimos
cuadrados ord-de la clase de
estimadores lineales Insesgados, tienen
varianza minima, es decir, son MELI.
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Ejemplo: ESTIMACION DE LA INFLACION EN FUNCION DE LA TASA DE CAMBIO, COLOMBIA 2001:01-2017:07

Call:
Im(formula = inf ~ trm)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.88485 -0.23181 -0.06558 0.18471 1.49710

Coefficients:

Estimate  Std. Error tvalue Pr(>|t|)
(Intercept) -1.426e-01 1.511e-01 -0.943 0.346606
trm 2.387e-04 6.481e-05 3.683  0.000298 ***
Signif. codes: 0 “***” 0.001 “** 0.01 ‘“**0.05‘"0.1°"1
Residual standard error: 0.3764 on 196 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.06472, Adjusted R-squared: 0.05995
F-statistic: 13.56 on 1 and 196 DF, p-value: 0.0002982

Prof. Laura Castillo Econometria | Capitulo 3. Tema 22

&0

4 s l.lla
% Economia




COEFICIENTE DE DETERMINACION: BONDAD DE AJUSTE

El coeficiente de determinacion R? dice que tan bien se ajusta la recta de regresién muestral a los datos.

Propiedades:

e Esuna cantidad no negativa.
e Seencuentraentre 0 < R2< 1

R%2=0 R =1

0< R?<1
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Descomposicion de varianza:

1) Suma de cuadrados totales (SCT): variacion total de los valores reales de Y con respecto a su media muestral.

z}’iz = z(Yi - Y)?

2) Suma de cuadrados de la regresion (SCR): variacion de los valores Y estimados alrededor de su media (17 = 17).
Es la variacion de Y explicada por el modelo:
N o =2
ZYiz = z(Yi -Y)

3) Suma de cuadrados de los residuos (SCE): variacion no explicada por el modelo:

SCT =SCR + SCE

Dividiendo entre SCT
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SCT _ SCR SCE
SCT ~ SCT SCT

SCR SCE

SCT SCT
R2=1-— SCE o 2 _ SCR
SCT SCT

EL R> MIDE LA PROPORCION O EL PORCENTAJE DE LA

VARIACION TOTAL EN Y EXPLICADA POR EL MODELO DE
REGRESION

El R? esta altamente relacionado con el coeficiente de correlacion (p).
Recuerde que el coeficiente de correlacion:

e Puede tener signo positivo o negativo.

e Se encuentraen el intervalo [—1; 1]

e Essimetrico.

e Esindependiente del origen y de la escala.
e No implica relacion causa-efecto
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ESTIMADORES MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS DE UN MODELO DE REGRESION SIMPLE
MEDIANTE EL ENFOQUE MATRICIAL

Y, =By + B2 Xiz + &
1 X12][B1 €1
X E
1 22 ,3:2 n :2
an Lk €n

n*l n*k k*1 n*1

[

y= XB + ¢

Recuerde:

€1 E(El) 0
€n E(é‘n) 0
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£
/ )
E(egh=E| °|[&1 & &En]
_gn
[ €% £18, .. &,
2
E(EE’) —E 82.81 8? 82.871
£, EpE5 .. enZJ
_E(Elz) E(g183) ... E(&18,)]
E(ES’)Z E(Ezgl) E(EZZ) E(Ezgn)
E(ene1) E(en&s) .. E(&,°)
g2 0 .. 0
2
Eee)=|9 " =~ 0
0 0 .. o2
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10 .. 0
Eee)=o?|) | 7|
00 .. 1

E(gg") = 0%1. Varianza homoscedastica
Para el modelo a estimar:

Y; = B1+ B2Xiz + &

1 Xip .31— &1
1 Xzz ﬁz n g,
X”Z —Bk— En

n*1

y=XB+2

Z g’ = Z(Yi - B1- EZXZi)Z =¢&'¢
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Lo que se busca es minimizar:
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y—XP

™M
Il

&= (y - XB) (v — Xp)

=y'y =28'X'y + B'X'Xp

) X'y +2X'X)B =0 = (X'X)B =Xy
X)X X)B = X'X)Xy

Buco = X'X)"1X'y

k*1 k*k (k*n)(n*1)
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Lecturas obligatorias:
v’ Guijarati, D. y Porter, D. (2010). Econometria. 5ta. Edicién McGraw Hill.  Capitulo 3.
v Novales, A. (1993). Econometria. 2da. Edicion. McGraw Hill. Interamericana. Capitulo 3.

v Wooldridge, J. (2010). Introduccién a la Econometria. Un enfoque moderno. Capitulo 2.
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